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Zadanie 43. Wykaz, ze prawdziwa jest nieréwnosc:

V250 41 4 1/250 — 1 < 276,

Najbardziej naturalne rozwigzanie zadania polega na przeksztalcaniu dowodzonej nie-
réwnosci w sposob rownowazny. Przypomnijmy zatem, ze dwie nieréwnosci nazywamy
réwnowaznymi, jesli obie sa prawdziwe lub obie falszywe. Przypomnijmy takze (bez
dowodu), w jaki sposéb mozna przeksztalcié¢ nieréwnosé, by otrzymaé nieréwnosé réw-
nowazng. Otéz mozemy:
e wykona¢ dzialania po obu stronach nieréwnosci (na przyklad dokonaé¢ redukcji
wyrazéw podobnych),
do obu stron nieréwnosci dodac te sama liczbe,
od obu stron nieréwnosci odjaé¢ te samag liczbe,
obie strony nieréwnosci pomnozy¢ przez te sama liczbe dodatnia,
obie strony nieréwnosci podzieli¢ przez te sama liczbe dodatnia,
obie strony nieréwnosci pomnozy¢ przez t¢ sama liczbe ujemna, zmieniajac kierunek
nieréwnosci na przeciwny (tzn. < na >, < na >, > na <, > na <),
e obie strony nieréwnosci podzieli¢ przez te sama liczbe ujemna, zmieniajac kierunek
nieréwnosci na przeciwny (tzn. < na >, < na >, > na <, > na <),
e obie strony nieréwnosci podnies¢ do tej samej potegi nieparzystej,
e obie strony nieréwnosci podnies¢ do tej samej potegi parzystej, o ile obie strony
byty liczbami dodatnimi.

Jezeli przeksztalcanie nier6wnosci w sposéb réwnowazny (a wiec z zachowaniem powyz-
szych regul) doprowadzi do nieréwnosci prawdziwej, to dowodzona nieréwnosé takze
jest prawdziwa. Zastosujemy te metode do udowodnienia naszej nieréwnosci.

Rozwigzanie. Poniewaz obie strony nieréwnosci sa dodatnie, wiec mozemy podnies¢
je do kwadratu:

(250+1)+2,\/25o+1_\/250_1+(250_1)<252_

Nastepnie otrzymujemy:

2-2%0 4 2. ,/(250 4-1)(250 — 1) < 252

250 4 2.4/(250)2 — 12 < 2. 2%

2.4/2100 _ ] < 251

V2100 — 1 < 250,

Obie strony otrzymanej nieréwnosci sg dodatnie, wiec mozemy podnies$¢ je do kwadratu:

2100 2100

-1<

Otrzymana nieréwnos¢ jest oczywiscie prawdziwa, a wiec dowodzona nieréwnosé jest
takze prawdziwa. To konczy dowodd.
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Dowodzona nieréwnos¢ jest szczegdlnym przypadkiem nieréwnosci ogdlniejszej. Roz-
wigzmy nastepujace zadanie.

Zadanie 43a. Udowodnij, ze jesli z jest liczba rzeczywista taka, ze x > 1, to

Va2 +1+Vx2 -1 < 2.

Rozwigzanie. Bedziemy przeksztalca¢ dowodzong nieréwno$é¢ w sposéb rownowazny.
Zaczynamy od podniesienia obu stron do kwadratu (mozemy to zrobi¢, gdyz obie strony
sa dodatnie):

2+ 1) +2- Va2 +1-Va2 -1+ (2% —1) < 422,

Nastepnie otrzymujemy:

222 +2- /(22 + 1) (22 — 1) < 422,
2.Vt —12 < 222,

VvVt —1< 22

Obie strony otrzymanej nieréwnosci sg dodatnie, wiec mozemy podnies$¢ je do kwadratu:
zt—1 <2t
Otrzymana nierownos¢ jest oczywiscie prawdziwa, a wiec dowodzona nieréwnosé jest

takze prawdziwa. To konczy dowod.

Oczywiscie zadanie 43 otrzymujemy z zadania 43a przez podstawienie z = 2°°. Poniewaz
w zadaniu 43a liczba = jest dodatnia, wiec mozemy obie strony nieréwnosci podzielié¢
przez x. Otrzymamy nieréwnosé

1 1
1—{-?-}- 1—P<2.

W tej nieréwnosci mamy oczywiscie 0 < 1—12 < 1. Okazuje sie¢, ze mozna udowodni¢

nieré6wnos¢ ogoélniejsza.

Zadanie 43b. Udowodnij, ze jesli = jest liczba rzeczywista taka, ze 0 < |x| < 1, to

Vitzr+vV1—z<?2.

Rozwigzanie. Jeszcze raz przeksztalcamy nieréwno$¢ w sposoéb réownowazny. Zaczy-
namy od podniesienia obu stron do kwadratu (znéw mozemy to zrobié, gdyz obie strony
sa dodatnie):

1+2)+2-Vi+z-Vi—x+(1—12) <4

Nastepnie otrzymujemy:

24+2-/(1+2)(1—2x) <4,
2-V1—22<2,

V1-—22<1.
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Obie strony otrzymanej nieréwnosci sg dodatnie, wiec mozemy podnies¢ je do kwadratu:
1—2% <1,

Otrzymana nieréwno$¢ jest oczywiscie prawdziwa, a wiec dowodzona nieréwnosé jest
takze prawdziwa. To konczy dowdd.

Nieréwno$¢ z zadania 43b mozna udowodni¢ takze w inny sposéb. Mamy bowiem na-
stepujace zadanie.

Zadanie 43c. Udowodnij, ze jesli x jest liczba rzeczywista taka, ze 0 < |z| < 1, to

M1+x<1+g.

Rozwigzanie. Te nieréwnos¢ takze przeksztalcamy w sposob rownowazny. Zaczynamy
od podniesienia obu stron do kwadratu (znéw mozemy to zrobi¢, gdyz obie strony sa

dodatnie):
2

T T
1 <142 -—4+ —,
+x + 2+4

czyli

22
1+:1:<1+:1:+Z.

Otrzymana nieréwnos$é jest oczywiscie prawdziwa (gdyz = # 0), a wiec dowodzona
nieréwno$c¢ jest takze prawdziwa. To konczy dowod.

Rozwiazanie zadania 43b. Sposéb II. Zauwazmy, ze jesli 0 < |z| < 1, to takze
0 < | —z| < 1. Z zadania 43¢ wynika teraz, ze

VI—o =1+ (o) <1+

Zatem mamy dwie nieréwnosci:

1-Z
2

\/1—|—x<1—|—g oraz \/1—x<1—g.

Po dodaniu obu nieréwnosci stronami otrzymamy dowodzona nieréwnosc.
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